Cobb-Douglas生产函数和效用函数下的均衡分析 by Li, Wu
MPRA
Munich Personal RePEc Archive
An Equilibrium Analysis under


































 280夸脱小麦 +12吨铁  575夸脱小麦 (1a) 
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A  (2) 
矩阵A的第一列，即  56 12115 575, T，表示厂商1的技术（或称投入系数）；第二列，即  256, T ，
表示厂商2的技术。 
众所周知，系统 (1a)-(1b)的均衡价格向量和均衡产出向量分别是A的左、右P-F (即
Perron-Frobenius)特征向量。此处A的一个左P-F特征向量为  * 1, 15 Tp ，一个右P-F特征向量为
* (575, 30)Tz 。也就是说，以小麦作为计价商品时铁的均衡价格为15；而当小麦的产量为575
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夸脱时铁的均衡产量应为30吨，相应的厂商2的生产过程为： 
 180夸脱小麦 +12吨铁  30吨铁 (1b' ) 
A的P-F特征值为 0.8  ，这意味着系统(1a)-(1b)的均衡增长率为1 1 0.25   。 
3. CD生产函数下的均衡 
在第2节的经济系统中每个厂商具有Leontief型的生产函数。现在来考察当生产函数为CD型
时的均衡。假设有3种商品，分别由3个厂商生产。厂商1的生产函数为 0.6 0.1 0.31 2 35x x x ，厂商2的生产




的投入系数矩阵 ( )A p ： 
 
0.4 0.6 0.80.3 0.2 0.10.1 0.4 0.7





1 0.6 1 0.4 0.2
5 0.1 0.3 3 0.4 0.2 0.7 0.1
1 0.1 1 0.4( )
5 0.6 0.3 3 0.4




                                             





0.7 0.8 0.90.6 0.1 0.4 0.4 0.2 0.7




1 0.3 1 0.2 0.1
5 0.6 0.1 3 0.4 0.4 0.2 0.7
p pp
p
p p p p p p
p p p
                      
                                                
      
  (3) 
将均衡路径中的均衡价格向量记为 *p ，则均衡投入系数矩阵即为 *( )A p ，而 *p 必然是 *( )A p
的左P-F特征向量，亦即有 
 * * *( )T Tp A p p  (4) 
通过求解式(4)即可得到惟一的规一化的均衡价格向量 * (0.1231,  0.2535,  0.6234)Tp ，相应
的P-F特征值为 0.8585。而均衡增长率为16.49%，这也是该经济系统所能达到的最大的平衡增
长率。 
假设商品3的初始供给量为100单位，则通过计算 *( )A p 的右P-F特征向量可知均衡路径中初
始的生产过程可以表示如下： 
 厂商 1 607.72商品 1 + 49.19商品 2 +60商品 3  1179.8 商品 1 (5a) 
 厂商 2 303.86商品 1 +147.57商品 2 +30商品 3  429.75 商品 2 (5b) 
 厂商 3 101.29商品 1 +172.17商品 2 +10商品 3  116.49 商品 3  (5c) 
 总计(≈) 1012.9商品 1 368.93商品 2 100商品 3 
式(4)的求解方法有多种，其中一种较为简便的方法是使用迭代函数 ( 1) ( )G( )k k p p ，其中
( 1)kp 是 ( )( )kA p 的规一化的左P-F特征向量。这一迭代函数的收敛性不难在Lyapunov第二方法[16]
的基础上通过考察 ( )( )kA p 的P-F特征值来证明。 
4. CD生产函数和效用函数下的均衡 
现在将第3节的经济系统中的厂商3换为由同质的追求效用最大化的劳动者构成的家庭，然
后考察CD型生产函数和效用函数下的均衡。假设厂商1和厂商2的生产函数仍为 0.6 0.1 0.31 2 35x x x 和
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 (6) 






将均衡路径中的均衡价格向量记为 *p ，均衡投入系数矩阵记为 * *( , )A p ，则 * *( , )A p 的P-F
特征值必然为1 (1 ) ，而 *p 必然是 * *( , )A p 的左P-F特征向量，亦即有 
 * * * *1( , )
1
T T  p A p p  (7) 
通过求解式(7)即可计算均衡价格向量 *p 和均衡效用水平 * 。 
当劳动的供给量始终保持不变（即 0  ），可以解得惟一的规一化的均衡价格向量为
* (0.0866,  0.1652,  0.7482)Tp ，均衡效用水平为 * 1.9872  ，相应的均衡投入系数矩阵为： 
 * *
0.6 0.7631 1.7279
( , ) 0.0524 0.4 3.1699
0.0347 0.0442 0.1

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A p  (8) 
进一步设劳动的供给量始终为100单位，则通过计算 * *( , )A p 的右P-F特征向量可知均衡路
径中的生产和消费过程可以表示如下： 
 厂商 1 1036.7商品 1 + 90.57商品 2 +60劳动  1727.9商品 1 (9a) 
 厂商 2 518.36商品 1 +271.70商品 2 +30劳动  679.26商品 2 (9b) 
 家庭 172.79商品 1 +316.99商品 2 +10劳动  100劳动 (9c) 
 总计(≈) 1727.9商品 1 679.26商品 2 100劳动 
 每位劳动者 1.7279商品 1 +3.1699商品 2 +0.1劳动  1.9872效用 (9d)  
当劳动供给量以每期5%的外生增长率增长（即 0.05  ）时，可以计算得到惟一的规一化
的均衡价格向量为 * (0.0977,  0.1909,  0.7114)Tp ，均衡效用水平为 * 1.5954  。此时若劳动的初
始供给量为100单位，则均衡路径中初始的生产和消费过程可以表示如下： 
 厂商 1 873.97商品 1 + 74.51商品 2 +60劳动  1529.5商品 1 (10a) 
 厂商 2 436.99商品 1 +223.53商品 2 +30劳动  586.77商品 2 (10b) 
 家庭 145.66商品 1 +260.79商品 2 +10劳动  105劳动  (10c) 
 总计(≈) 1456.6商品 1 558.83商品 2 100劳动 
 每位劳动者 1.3873商品 1 + 2.4837商品 2 +0.0952劳动  1.5954效用 (10d) 
式(7)也可以通过一个迭代函数 ( 1) ( )G ( )k k p p 来求解。给定 ( )kp ， ( 1)kp 按照如下步骤求得：
首先找到一个正实数 ( )k 使得 ( ) ( )( , )k kA p 的P-F特征值等于1 (1 ) ，然后令 ( 1)kp 为 ( ) ( )( , )k kA p
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的规一化的左P-F特征向量。这一迭代函数的收敛性可以在Lyapunov第二方法[16]的基础上通过考
察 ( )k 来证明。 
最后我们来讨论均衡中各主体使用的同一种投入品的数量比例关系。 
令p代表以向量p为主对角线的对角阵。令 * * *v p x 代表均衡投入价值向量（即以货币度量
的均衡投入向量），其中 *p 和 *x 分别为均衡价格向量和（以物理单位度量的）均衡投入向量。例
如系统(10a)-(10d)中规一化的均衡价格向量为 * (0.0977,  0.1909,  0.7114)Tp ，一个均衡投入向量
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C  (11) 
则根据CD型函数的性质（即不同价格向量下一个主体的各种投入品的价值比例恒定）易知
*v 一定是矩阵C的右P-F特征向量且 *Cv 的各行指明了均衡中各主体使用的同一种投入品的数量
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An Equilibrium Analysis under Cobb-Douglas  
Production and Utility Functions 
LI Wu 
Department of Finance, School of Economics, Shanghai University, Shanghai, PRC (200444) 
 
Abstract: The equilibrium analyses under the classical growth framework mainly concern production 
processes so far and the utility-maximization of consumers is left out of consideration. On the basis of 
the thoughts of the equilibrium analyses under the classical growth framework, some numerical 
examples are presented to illustrate the method of the equilibrium analysis under Cobb-Douglas 
production and utility functions, and the method also applies to other production and utility functions.  
Keywords: Equilibrium; Balanced Growth; Input Coefficient Matrix; Sraffian System; von Neumann 
Growth Model; Utility Function 
   
 
 
 
 
